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Proposition 6.36. Let 𝐼 be a set, 𝑥0 ∈ ℝ accumulation point for 𝐼, 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ function, 𝑙 ∈ ℝ. [0BH]

Putting together all the definitions seen above, we get these definitions of limit.
In the case 𝑥0 ∈ ℝ and 𝑙 ∈ ℝ:

lim𝑥→𝑥0 𝑓(𝑥) = 𝑙 ∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥, |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑥0, 𝑥 ∈ 𝐼 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝜀
lim𝑥→𝑥+0 𝑓(𝑥) = 𝑙 ∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥, |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, 𝑥 > 𝑥0, 𝑥 ∈ 𝐼 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝜀
lim𝑥→𝑥−0 𝑓(𝑥) = 𝑙 ∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥, |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, 𝑥 < 𝑥0, 𝑥 ∈ 𝐼 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝜀

Be 𝑥0 ∈ ℝ, 𝑙 = ±∞.
lim𝑥→𝑥0 𝑓(𝑥) = ∞ ∀𝑧, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥, |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑥0, 𝑥 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑓(𝑥) > 𝑧
lim𝑥→𝑥0 𝑓(𝑥) = −∞ ∀𝑧, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥, |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑥0, 𝑥 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑓(𝑥) < 𝑧
lim𝑥→𝑥+0 𝑓(𝑥) = ∞ ∀𝑧, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥, |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, 𝑥 > 𝑥0, 𝑥 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑓(𝑥) > 𝑧
lim𝑥→𝑥+0 𝑓(𝑥) = −∞ ∀𝑧, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥, |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, 𝑥 > 𝑥0, 𝑥 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑓(𝑥) < 𝑧
lim𝑥→𝑥−0 𝑓(𝑥) = ∞ ∀𝑧, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥, |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, 𝑥 < 𝑥0, 𝑥 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑓(𝑥) > 𝑧
lim𝑥→𝑥−0 𝑓(𝑥) = −∞ ∀𝑧, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥, |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, 𝑥 < 𝑥0, 𝑥 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑓(𝑥) < 𝑧

Let 𝑙 ∈ ℝ, 𝑥0 = ±∞.
lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥) = 𝑙 ∀𝜀 > 0, ∃𝑦, ∀𝑥, 𝑥 > 𝑦, 𝑥 ∈ 𝐼 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝜀
lim𝑥→−∞ 𝑓(𝑥) = 𝑙 ∀𝜀 > 0, ∃𝑦, ∀𝑥, 𝑥 < 𝑦, 𝑥 ∈ 𝐼 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝜀
lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥) = ∞ ∀𝑧, ∃𝑦, ∀𝑥, 𝑥 > 𝑦, 𝑥 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑓(𝑥) > 𝑧
lim𝑥→−∞ 𝑓(𝑥) = ∞ ∀𝑧, ∃𝑦, ∀𝑥, 𝑥 < 𝑦, 𝑥 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑓(𝑥) > 𝑧
lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥) = −∞ ∀𝑧, ∃𝑦, ∀𝑥, 𝑥 > 𝑦, 𝑥 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑓(𝑥) < 𝑧
lim𝑥→−∞ 𝑓(𝑥) = −∞ ∀𝑧, ∃𝑦, ∀𝑥, 𝑥 < 𝑦, 𝑥 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑓(𝑥) < 𝑧
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