
Proposizione 3.194. [1Z7] (Replaces 06G) (Replaces 06H) Consideriamo 𝑅 una
relazione in 𝐴 × 𝐴 transitiva e riflessiva: una tale relazione è detta un
preordine [?]; definiamo 𝑥 ∼ 𝑦 ⟺ (𝑥𝑅𝑦 ∧ 𝑦𝑅𝑥) allora ∼ è una
relazione di equivalenza,𝑅 è invariante per∼, e𝑅 (definita come in [1Z6])
è una relazione d’ordine.

Dimostrazione. 1. ∼ è chiaramente riflessiva e simmetrica; è transi-
tiva perché se 𝑥 ∼ 𝑦, 𝑦 ∼ 𝑧 allora 𝑥𝑅𝑦 ∧ 𝑦𝑅𝑥 ∧ 𝑦𝑅𝑧 ∧ 𝑧𝑅𝑦 ma
essendo 𝑅 transitiva si ottiene 𝑥𝑅𝑧 ∧ 𝑧𝑅𝑥 cioè 𝑥 ∼ 𝑧

2. Siano 𝑥, 𝑦, ̃𝑥, ̃𝑦 ∈ 𝑋 tali che 𝑥 ∼ ̃𝑥, 𝑦 ∼ ̃𝑦 allora si ha 𝑥𝑅 ̃𝑥∧ ̃𝑥𝑅𝑥∧
𝑦𝑅 ̃𝑦 ∧ ̃𝑦𝑅𝑦 se aggiungiamo 𝑥𝑅𝑦 per transitività otteniamo ̃𝑥𝑅 ̃𝑦; e
simmetricamente.

3. Vediamo infine che 𝑅 è una relazione d’ordine su 𝑌 . Usando la
(buona) definizione “[𝑥]𝑅[𝑦] ⟺ 𝑥𝑅𝑦” deduciamo che 𝑅 è ri-
flessiva e transitiva (come del resto asserito nella proposizione pre-
cedente). 𝑅 è anche antisimmetrica perché se per 𝑧, 𝑤 ∈ 𝐴/ ∼ si
ha 𝑧𝑅𝑤∧𝑤𝑅𝑧 allora presi 𝑥 ∈ 𝑧, 𝑦 ∈ 𝑤 si ha 𝑥𝑅𝑦∧𝑦𝑅𝑥 che vuol
dire 𝑥 ∼ 𝑦 e dunque 𝑧 = 𝑤.
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