Proposizione 4.48. [2sr]

* (Compatibilita di addizione e ordinamento) Si ha n < m se e solo
sen+k<m+k.

* (Compatibilita di moltiplicazione e ordinamento) Quando k # O si
han <mseesolosenxk <mxk.

In particolare (ricordando [2sv7) la mappa n — n X h é strettamente
crescente (e dunque iniettiva).

Dimostrazione. Useremo alcune proprieta lasciate per esercizio.

* Sen < m, per definizione m = n+h, allora n+k < m+kin quanto
m+ k = n+ h + k (notate che stiamo usando 1’associativita). Se
n+k < m+ksiaallora j I’unico naturale tale che n+k+j = m+k
ma allora n + j = m per eliminazione [27v].

*Sen <malloram =n+hdunquemxk =nxk+hxk
cosin X k < m X k. Viceversasiak # Oesian Xk < m Xk
cioé n X k + j = m X k: dividiamo j per k usando la divisione
con resto [28J1, scriviamo j = q X k + r dunque per associativita
(n+ q) X k +r = m X k, ma per unicita della divisione con resto
r = 0: infine raccogliendo (n + q) X k = m X k e usando [281]

concludiamo che (n + q) = m.
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